. OPRM 2019

21 /0919 Olimpiada Paranaense
Duracao: 3 horas e 30 minutos de Matematlca

1. Sejam a e b niimeros reais quaisquer. Faga o que se pede em cada item:

a) Mostre que (a + b)3 = a® + b® + 3ab(a + b).

b) Prove que a e b sdo as raizes da equacio: 22 — (a + b)x + ab = 0.

¢) Encontre as solugdes reais da equagao: /2019 — z + /z — 1263 = 12.

2. Um ntmero ¢é dito samurai se puder ser escrito na forma

200...0019
—

Nn-zZeros
onde n é um inteiro e n > 2. Por exemplo, 20019 e 2000019 sdo niimeros samurais, mas 2019
nao é.
a) Mostre que existem dois nimeros samurais cuja diferenga entre eles é multiplo de 2019.

b) Mostre que existem infinitos niimeros samurais que sdo multiplos de 2019.

3. Seja AABC um tridngulo equildtero e sejam M e N pontos de AB e AC, respetivamente, tais
que o segmento M N é tangente a circunferéncia inscrita de AABC.

C

a) Mostre que o perimetro do tridngulo AAM N ¢é igual ao lado do tridngulo AABC.

AN _ 1.

AM
b) Prove que £= + No

4. Num planeta distante habitam seres peculiares. Eles se diferenciam somente pela cor de seus
corpos que pode ser: Amarela, Verde ou Roxa. Alguns fatos genéticos interessantes desses seres
sao os seguintes:

e sO nascera um novo ser do encontro de dois seres de cores diferentes;

e nesses encontros os seres se fundem para formar um novo ser;
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® 0 NOVO Ser nunca terd a mesma cor que os pais. Assim temos as seguintes possibilidades:

— um ser Amarelo e um ser Verde se fundem para formar um novo ser Roxo;
— um ser Verde e um ser Roxo se fundem para formar um novo ser Amarelo;

— um ser Roxo e um ser Amarelo se fundem para formar um novo ser Verde;
Supondo que habitam este planeta 10 seres Roxos, 51 Amarelos e 23 Verdes, determine:

a) Qual serd a especie sobrevivente quando cruzamentos nao forem mais possiveis?
b) Quantos nascimentos de seres Roxos acontecerao?

c) Existe a possibilidade de que ndo ocorram nascimentos de seres Amarelos? E Verdes?
Caso seja possivel, determine quantos sobreviventes havera em cada caso.

BOA PROVA!
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